
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ۹                                      ۲۴۰ 

 تذکزات پیش اس آسمونۺ
 ضوي آرسٍی هَفقیت ثزای ضوب داٍعلت گزاهی، خَاّطوٌذ است ثِ ًکبت سیز دقیقبً تَخِ فزهبییذ:

 است. ساعت ۴ٍ ٍقت آى  سؤال ۹تؼذاد سؤالات ایي آسهَى 

ضَد ًبم ٍ ًبم خبًَادگی خَد را حتوبً ثٌَیسیذ.ثز رٍی ّز ثزگِ پیص ًَیس کِ ثِ ضوب دادُ هی 

 ای ًٌَیسیذ.ثبلای پبسخٌبهِ غیز اس خَاة سؤالات ّیچ ػلاهت یب ػجبرت هطخصِ يیچخظدر سیز 

آٍری ًوبیذ.را هلاحظِ ٍ خوغ ّبآىتب هسئَل هزثَط ثتَاًذ  ذیدارًگِی خَد را در دستزس ٍ کبرًبهِ ًبهِیهؼزف 

 ًجبضذ، هدبس است. یشیرثزًبهِقبثلهٌْذسی کِ  حسبةيیهبضاستفبدُ اس 

ثِ ّز ضکل کِ ثبضٌذ، هدبس ًیست. ّبآلوبًبکّب ٍ ّبی ًدَهی، اعلساستفبدُ اس خذٍل 

ضَد. لذا آى را قجل اس ضزٍع آسهَى ثِ ف هحسَة هیٌّگبم آسهَى ّوزاُ داضتي تلفي ّوزاُ )خبهَش یب رٍضي( تخل

 هسئَل حَسُ تحَیل دّیذ.

 اػلام خَاّذ ضذ. خزدادهبًُتبیح ایي آسهَى در اٍاخز 

ِاست. ضذُِیتْ کامبیز خالقیی تطزیحی ایي آسهَى تَسظ آقبی پبسخٌبه 

 

 سوالات به همراه پاسخ تستیدفترچه 
 دوممرحله 

 ۱۳68سال  ریاضیی المپیاد دوره ششمین
 

 تذکزات آسمونۺ

 قجل اس پبسخ ثِ سؤالات آسهَى ثِ هَارد سیز تَخِ کٌیذ: پژٍُ گزاهی، خَاّطوٌذ استضوي آرسٍی هَفقیت ثزای ضوب داًص

است. دقیقه ۱۲۰ٍ ٍقت آى  ی تشزیحیمسأله ۶آسهَى ضبهل  ایي 

 ُحسبة در ایي آسهَى غیز هدبس است.اس هبضیياستفبد 

 ُویست داضتي تلفي ّوزاُ )حتی خبهَش( در عَل سهبى آسهَى هدبسّوزا. 

 خلسِ حضَر داضتِ ثبضٌذ. ی سؤالات را ثب خَد ثجزًذ کِ تب پبیبى آسهَى درتَاًٌذ دفتزچِ داٍعلجبًی هیفقظ 

اًدبم ضذُ است. اجرایی ماخ یکمیتهسَالات تَسظ  اًتطبر ٍ ثبستَلیذ ایي 

 

 

 

 جاس ویست.م حساباستفاده اس ماشیه

-                                  ۶                                      ۱۲۰ 
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 ی المپیاد ریاضی ی دوم ششمیه دوره های مزحلهمسأله

 ۱۳۶۸ماه  آموسان کشور، فزوردیه داوش

 

 عجیؼی،  m  ٍnالف( ًطبى دّیذ ثزای ّز        -1
n

k

n n n m
k k k m

m

( )...( )
( )...( )

1

1
1 1

1
   

Pة( اگز  x(  ًْبیت هیل کٌذ، ثِ سوت ثی nثب ضزایت گَیب ثبضذ، ًطبى دّیذ ٍقتی  mی  ای اس درخِ یک چٌذخولِ (
n

k
m

P k

n

( )
1

1
  

 دارای حذ است.

 

ی هحبط در چْبرضلؼی ثبضذ،  هزکش دایزُ BD  ٍO. ٍسظ قغز AC ،Jٍسظ قغز  ABCD ،Iاگز در چْبرضلؼی هحیغی       -2

 ثبثت 

 اًذ. ثز یک استقبهت I ،J  ٍO  کٌیذ ًقبط            

 

 است کِ در ضزط ی اػذاد عجیؼی( ثِ  )هدوَػِ اس  fثبثت کٌیذ کِ تبثغ ّوبًی، تٌْب تبثغ پَضب هبًٌذ        -3
f f n f m n m n m( ( ) ( )) ( , )  

 کٌذ. صذق هی

 

ی  دًجبلِ        -4
n
a{  ضذُ است: چٌیي تؼزیف {

n

n

n
a

n
a n

n
( ) 1

1
1

2
2 3

2
2

  

nثبثت کٌیذ ثِ اسای ّز  1 ،
n

k
k

a n,
1

1 1. 

 

ّبی ٍارد اس ّز رأس ثز ٍخِ هقبثل را ثب  ارتفبع ABCDاگز در چْبرٍخْی        -5
a
h ،

b
h ،

c
h  ٍ

d
h ًوبیص دّین، ثبثت کٌیذ 

a b c d
h h h h

1 1 1 1
  

 

  1368تَاى ثِ  را هیاًذ کِ ثب کٌبر گذاضتي ّز یک اس ایي اػذاد ثقیِ  ػذد گَیبی هثجت ثب ایي خبصیت هفزٍض n1369تؼذاد        -6

ضزة توبم اػذاد در ّز دستِ یکسبى ثبضذ. ثبثت کٌیذ توبم ایي اػذاد  )اسًظز تؼذاد( تقسین کزد کِ حبصل ی هسبٍ  دستِ            

 اًذ. هسبٍی

 

 اگز

 اگز
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 ی المپیاد ریاضی م ششمیه دورهی دو حل مسأله های مزحله

 ۱۳۶۸ماه  داوش آموسان کشور، فزوردیه

 الف( دارین        -1
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 ثٌبثزایي
n

k

k k k m n n n m
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( )...( ) ( ( )...( ) )
1

1
1 1 1 0

1
  

 
n n n m

m

( )...( )1
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 در nتزیي تَاى  دّین کِ ثشرگ ة( اثتذا ًطبى هی
n

k

P k( )
1

است. ٍاضح است کِ ّز  mاست. اثجبت ثب استقزا ثِ  +1mثزاثز  

 صَرت  تَاى ثِ را هی mی  ای اس درخِ چٌذخولِ

 
m

ax x x m P x( )...( ) ( )11 1  

 است.  - 1mی حذاکثز  ای اس درخِ چٌذخولِ ػذدی است ثبثت ٍ  aًَضت کِ در آى 

)ax+b  aصَرت ثِ  P(x)، آًگبُ=1mحبل اگز   است ٍ درًتیدِ،   0(

 P P P n a n nb( ) ( ) ... ( ) ( ... )1 2 1 2  

 
n n
a nb
( )1
2

 

n ،mی آى ًسجت ثِ  ٍاضح است کِ درخِ 1  است ٍ درًتیدِ  2

 

n

k

n

P k a

n

( )
lim 1

2 2
  

 ثزقزار ثبضذ آًگبُ  mی کوتز اس  ّبی ثب درخِ ای اگز حکن فَق در هَرد چٌذخولِ

 
m m
P x ax x x m P x( ) ( )...( ) ( )11 1  

 ثٌبثزایي،
n n n

m
k k k

P k a k k k m P k( ) ( )...( ) ( )1
1 1 1

1 1 

 ی اٍل ثٌبثز )الف( ثزاثز  است ٍ خولِ mی حذاکثز  ی دٍم ثٌبثز فزض استقزا اس درخِ خولِ
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m
( )...( )1 1
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 است ٍ ثٌبثزایي،   +1mدر آى  nاست کِ تَاى 

m
P 1
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m
( )...( )1 1
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n

k
mn

P k a

mn

( )
lim 1

1 1
 

 هَخَد است.

 

صَرت  را ثِ IABٍ هسبحت ّز هثلث هبًٌذ  Sرا ثِ  ABCDهسبحت چْبرضلؼی       -2
IAB
S  دّین. ٍاضح است کِ  ًوبیص هی 

 

(1         )                                                  
IDC IBA
S S S

1
2

 

(2                         )                                 
JDC JBA
S S S

1
2

 

(3      )                                                   ODC OBA
S S S

1
2

 

 ، ABCDداًین کِ در چْبرضلؼی هحیغی  هی

AB DC AD BC 
 

 

 

 

 

 

 

  

AB  ٍCD دّین تب در  را اهتذاد هیE  یکذیگز را قغغ کٌٌذ. آًگبُ رٍی خظAB ِی ًقغB  رٍی خظ ٍCD ِی ًقغC  را

EBکٌین کِ  عَری اًتخبة هی AB   ٍEC DC  ثبضذ دارین 

 IEC IEB
S S S

1
2

 

 ٍ 

 
IC EB IC B EC B
S S S 

 درًتیدِ،

(4                                                                  )IC B EC B
S S S

1
2

 

 آیٌذ. ّبی سیز ثِ دست هی اًدبم دّین تسبٍی J  ٍOاگز ًظیز ػولیبت فَق را ًسجت ثِ 

(5                                                                  )JC B EC B
S S S

1
2
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J O 
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C’ D 
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(6                                                                  )
OC B EC B
S S S

1
2

 

 ضَد  ( ًتیدِ هی6( ٍ )5(، )4اس )

(7                                                                  )
IC B JC B OC B
S S S 

 اًذ. ثز یک استقبهت J ،O  ٍIی  ًقغِ رٍ سِ اسایي

 

nکٌین کِ اگز  اثتذا ثبثت هی       -3 fثبضذ، آًگبُ   2 n( ) n. اگز  2 n، آًگبُ 2 n( )1 ، چَى 1

N,1 1  

             ٍf ٍخَد دارًذ کِ   ٍ   پَضبست پس اػذادی عجیؼی هبًٌذf n( ) 1   ٍf( )  ثٌبثزایي،  1

 f n f n f f f( ) ( ) ( ( ) ( ))1 1  
)f. پس 2ٍاضح است کِ  )1 f. حبل ثِ استقزا، ثذیْی است کِ  1 n n( ). 

 

 ی اس راثغِ        -4
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 ضَد کِ ثلافبصلِ ًتیدِ هی
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ka k a k( ) , ( )12 2 3 2  

 رٍ دارین اسایي
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، nثِ استقزا رٍضي است کِ ثِ اسای ّز 
n
a  . پس 0

n

k
k

a a1
1

2 1 

 

 دّین ّبی سیز ًوبیص هی ّب را ثِ صَرت هسبحت ّز یک اس ٍخِ ABCDدر چْبرٍخْی       -5

 
ABC d ABD c ACD b BCD a
S S S S S S S S, , , 

 ًوبیص دّین خَاّین داضت Vحبل اگز حدن ّزم را ثب 

 a a b b c c d d
S h S h S h S h V

1 1 1 1
3 3 3 3
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 رٍ دارین  اسایي

.d c b a
d c b a

V V V V
S S S S

h h h h
, , , .

3 3 3 3
 

 کٌین کِ حبل ثبثت هی

 a b c d
S S S S 

را ثز یبل  HKػوَد  Hٍصل کزدُ ٍ اس  B ،C  ٍDرا ثِ رئَس  Hکٌین،  رسن هی BCDرا ثز ٍخِ  AHارتفبع  Aثزای اثجبت اس 

BC کٌین. اس  رسن هیK   ِثA کٌین.  ٍصل هیAK  ثزBC  ػوَد است سیزاAH BCD  پس ،AH BC  ٍ

AK BC  پسAHK BCِی  دیگز، در صفحِ ثیبى . ثAHK  دٍ خظAH  ٍHK  ثزBC  ػوَدًذ پسBC  ثز

 ػوَد است. اس عزفی دارین AKخصَظ ثز  ی خغَط آى ٍ ثِ ػوَد است ٍ درًتیدِ ثز کلیِ AHKی  صفحِ

 ABC d

AK BC
S S

.

2
  

HBC

KH BC
S

.

2
 

ٍ درًتیدِ  AK>KHٍتز است، پس  AHK ،AKالشاٍیِ  اهب در هثلث قبئن
d HBC
S S ضَد کِ  . ثِ دلیلی هطبثِ ثبثت هی

b HCD
S S  ٍ

c HBD
S S دارین. اس خوغ ایي سِ ًبهسبٍی 

 

a b c d

V V V V

h h h h

3 3 3 3
 

 پس خَاّین داضت

a b c d
h h h h

1 1 1 1
 

a b c d
S S S S

C A 

D 
B H 

K 



 

 

۷ 
 

 

 

 ۱۳۶۸سال                       ۶دوره  دوممزحله 

ثبضذ  BCدر عزف  Hکٌین  ثبضذ، فزض هی BCDخبرج هثلث  Hثبضذ. در حبلتی کِ  BCDدر داخل هثلث  Hایي حبلتی ثَد کِ 

 ٍL  را هحل تقبعغBC  ٍHD گیزین. هی 

 خَاّین داضت

b HCD LCD
S S S  

c HBD LBD
S S S 

 

 

 

 

 

 

 

 

 پس

b d LCD LBC
S S S S  

 رٍ دارین ٍ اسایي

a b c d
S S S S 

 یؼٌی،

 

 پس حکن ثزقزار است.

 

 تزیي  تَاى عجیؼی در ًظز گزفت )کبفی است توبم اػذاد را در کَچک ثذٍى ایٌکِ اس کلیت هسألِ کبستِ ضَد توبم اػذاد را هی       -6

ی  تَاى ثِ دٍدستِ ی اػذاد را هی ّب ضزة کٌین(. آضکبر است کِ ّز یک اس اػذاد را کِ ثزدارین، ثقیِ هضزة هطتزک هخزج            

 ضزة ّز دٍدستِ یکسبى گزدد. حبصلهسبٍی تقسین کزد کِ 

کبررفتِ است ثِ  توبم اػذاد اٍلی کِ در تدشیِ ایي اػذاد ثِ
k
p p p,..., ,1 دّین. ثب ضزة توبم اػذاد در  ًطبى هی  2

k
p p p...1 2  

کبفی است ًطبى دّین کِ تَاى ّز یک اس ایي کبررفتِ است. حبل  ی توبم اػذاد، اػذاد اٍل یکسبى ثِ تَاى فزض کزد کِ در تدشیِ هی

را ثِ تزتیت ثب  p1ّبی ػذد اٍل  اػذاد اٍل در ّز یک اس ایي اػذاد یکسبى است. اگز تَاى
m
,..., ,2 ًطبى دّین کِ   1

nm است کِ   1369
m

...1 ٍ ثزای  2
i
p

 
کٌین کِ اگز ّز  ّب ًیش چٌیي است. حبل تَخِ هی

i
را ثِ یک   

 هبًذ. ػذد تقسین، یب در یک ػذد ضزة ٍ یب ثب یک ػذد خوغ کٌین ایي خبصیت ثبقی هی

آضکبر است کِ ّوِ 
i

ضذ. حبل فزض  پذیز هی ثخص 2گذاضتین هدوَع ثقیِ ثز  ّب ثبّن یب سٍج ّستٌذ یب فزد، سیزا اگز یکی را کٌبر هی

کٌین کِ 
k

تزیي ایي اػذا ثبضذ پس اػذاد  کَچک 
n k k k

,..., ,2 ّب ّستٌذ. ًیش دارای ایي خبصیت   1

miکٌین کِ  حبل فزض هی
i k i

کِ  2
i

ی  ّب فزد ّستٌذ آًگبُ ّوِ
i k

 pکٌین ) تقسین هی  p2ّب را ثِ 

a b c d

V V V V

h h h h

3 3 3 3
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تزیي  کَچک
i
m  ّبست(. ثٌبثزایي در ثیي اػذادkn k

p p
,..., 1

2 2
یک ػذدِ فزد ٍ یک ػذد سٍج )کِ ّوبى صفز است(   

، iگزدد کِ غیزهوکي است هگز ایٌکِ ثِ اسای ّز  ظبّز هی
i k

. 

 

 


